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Resultado: a) creciente en (—o0, ), nunca decreciente; b) no tiene extremos relativos
(x = 1 es critico, con tangente vertical); c) concava hacia arriba en (—oo, 1) y hacia abajo
en (1, 00); inflexién en (1, 0).

Ejercicio 5.5.4 - Extremos relativos y absolutos
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 7.
Para f(x) = (1 + x)(x — 1)? obtenga: a) los intervalos donde es creciente o decreciente; b)

sus maximos y minimos relativos; ¢) el maximo y el minimo absolutos en [—1, 1]. Trace la
grafica.
Resolucién.

1. Desarrollando, f(x) = x> — x* — x + 1; dominio R.

f/(x) = 3x% — 2x — 1 = (3x + 1)(x — 1). Criticos: x = —% yx=1.

. Signo de f’: positivo en (—00, —%) negativo en (—% 1), positivo en (1, o).

. Valores:f(—%): ?% = %yf(l):2~0:o.

. b) En —%, f’ pasa de + a —: méaximo relativo. En 1, de — a +: minimo relativo. (Con la
segunda derivada, f”(x) = 6x —2: f” (—%) =—4<0y f"(1)=4>0)

6. c) f es continua en [—1, 1]. Valores en los criticos y en los extremos del intervalo:

feu=0 f(-3)=3  f@O=o

7. Para la grafica: inflexién en x = % (f” cambia de signo), con f (%) = %; f(0) =1,

£(2) = 3.

g WD
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. d? . ; .
Orden superior. y” = ﬁ; es la derivada de y’; y””, la de y”, y asi sucesivamente.

Recta tangente y recta normal. En P(xg, y,) de la curva, con m = y"(xg):
tangente: y — 3 = m(x — xp), normal: y — yp = —l(x - Xp)-
m

La normal es perpendicular a la tangente. Si m = 0, la tangente es horizontal (y = y;) y la
normal vertical (x = xg).

y=f()

tangente, m

Yo

Xo

Rectas paralelas y perpendiculares. La recta Ax + By + C = 0 tiene pendiente —%.
Dos rectas son paralelas si m; = my y perpendiculares si mymy = —1.

Angulo entre dos curvas. En un punto de interseccién, es el angulo agudo ¢ entre sus
tangentes. Con pendientes m; y my:

my —my

tang = |———
¢ ‘1+m1m2

Si1+mymy = 0, las curvas se cortan en angulo recto (¢ = 90°); si m; = my, son tangentes
entre si (¢ = 0).

G

my = tan 0
my = tanf, P

G
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7

5. Justificacion. A”(x) = 1—;’ + % > 0 para toda x: el critico es minimo y, como es
el tnico, es el minimo absoluto en [0, 60]. (Comprobacién: A(0) = 225 y A(60) =
100+/3 = 173.2, mayores que A = 97.9 en el critico.)

660—1620+720/3 _ 240(3+/3—4)

6. Otra parte: 60 — x = m

11
Resultado: para el triangulo, 18009—43) = 33.90 cm; para el cuadrado,

240(3v3-4) _
11 11 -
26.10 cm.

5.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 5.5.1 - Valor medio con una raiz cuadrada

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 5.

Sea f(x) = +/x — 5 en el intervalo [6, 9]. Determine si se satisfacen las hipdtesis del teorema
del valor medio del calculo diferencial y, en caso afirmativo, obtenga el o los valores de x
donde se cumple la tesis.

Resolucion.
1. Continuidad en [6,9]. La raiz esta definida y es continua para x > 5,y [6,9] esta
contenido ahi. Se cumple.
2. Derivabilidad en (6,9). f'(x) = 2\/% existe para x > 5. Se cumple.
3. Pendiente de la secante: f(6) =1, f(9) = 2:
fO-f) 2-1_1
9-6 3 3
e L -1 _c_3 _5_2 -2 _ A
4. Tesis: T="3 = Ve 5=3 =c 5= ;= =3 = 7.25, que esta en (6,9).
y
tangente
7
secante
(29/4, 3/2)
y=+vJx—5
9,2)
2/ 6,1)
T T x
5 6 c=29/4 9
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Si el enunciado dice...

Se pide... Procedimiento

«recta tangente», «recta normal» en un
punto

tangente «horizontal», «paralela» o
«perpendicular» a una recta

«area del triangulo» con los ejes o con la

pendiente y 4.3.6
punto-pendiente

igualar y” a la pendiente 4.3.6
pedida

intersecciones de las rectas  4.3.6

normal

«angulo de interseccién» entre curvas o tan¢ con las dos 4.3.7
con una recta pendientes

«rapidez», «razén», «a qué ritmo», razon de cambio 4.3.8
unidades por segundo o por minuto relacionada

«aproximar», «estimar», «diferencial»  dy = f’(x)dx 4.3.9

y = f(x)8%), productos y cocientes

derivacién logaritmica 4.3.10

grandes SOLO PLAN 2016

4.3 Procedimientos

4.3.1 Derivada por definicion (cuatro pasos)

1.
2.

4.

Ejemplo breve: con f(x) = x*,

Escribe f(x + h): cambia cada x por (x + h).
Calcula el incremento f(x + h) — f(x) y simplificalo (denominador comun, desarrollo
de binomios).

. Divide entre h. Antes de pasar al limite hay que cancelar el factor h: factoriza o

racionaliza (multiplica por el conjugado).
Toma el limite cuando h — 0, sustituyendo h = 0.

2 (x+h)’—x? _ 2xh+h?

A . =2x+h— 2x.

4.3.2 Derivada con reglas y regla de la cadena

1.
2.

3.
4.

Reescribe antes de derivar: raices como potencias (¥x + 1 = (x + 1)1/4), \/% =x1/2,

Identifica la operacion «de afuera» (potencia, cociente, ang tan, sen...) y aplica su
formula; multiplica por la derivada de lo de adentro. Repite capa por capa.

Simplifica: factor comiin, denominador comun, 1 + tan® u = sec? u.
. . d . .
Si se pide ﬁ‘ o una segunda derivada evaluada, sustituye solo al final.
X=a

4.3.3 Derivabilidad de una funcion por partes

1.

En cada punto de unién x;, continuidad: el valor de la regla izquierda en x; igual al
de la regla derecha.

. Derivabilidad: deriva cada regla y exige que las derivadas en x; coincidan (derivadas

laterales iguales).

. Resuelve el sistema para las constantes. Si sobran ecuaciones, comprueba que todas se

cumplan.

. Sila funcién no es continua en xp, no es derivable ahi, aunque las pendientes coincidan.
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5.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Analisis completo de una ciabica

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 5.

Dada la funcién f(x) = 133 — x2 — 3x + 2, determine: a) los intervalos donde es
creciente o decreciente; b) sus valores maximos y minimos relativos; c) los intervalos
donde la grafica es concava hacia abajo o hacia arriba.

Resolucién.

1. Polinomio: dominio R. Primera derivada factorizada:

flx)=x%—2x =3 =(x—3)(x+1).

Valores criticos: x = =1y x = 3.
2. Valoresdef:f(—l):—%—1+3+2: %yf(3):9—9—9+2:—7.
5

3. Segunda derivada: f”(x) = 2x—2;se anulaen x = 1, con f(1) = %—1—3+2 =-3

4. Tabla de variacion (valores de prueba —2, 0, 2, 4):

x<-1 -1 1 3 x>3
f’ + 0o - - -0 +
f” - - - 0 4+ + +
fl 7 5 N2 N -7 7

5. a) f > 0en(—00,—1) yen (3,0); f' <0en(-1,3).

6. b)Enx = —1, f’ cambia de + a — (y f”(—1) = —4 < 0): maximo relativo. En x = 3,
de —a+ (v f”(3) = 4 > 0): minimo relativo.

7. ¢) f” <0en(—o,1)y f” > 0en (1,): la concavidad cambia en (1, —%) punto
de inflexion.

8. Gréfica: ademas, f(0) =2, f(-3)=-7y f(5) = 13—1

y

méx. (-1, 11/3

inflexion (1, -

5/3)

min. (3,-7)
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semejantes, trigonometria). Si aparece una variable de mas, eliminala con un dato fijo
o una relacién.

. Derivar respecto a t. Cada variable produce su razén por la regla de la cadena:

—r’ = 3r2d—r.

. Sustituir al final los valores del instante, despejar y dar el resultado con unidades y

sentido (aumenta o disminuye).

No sustituyas el valor del instante antes de derivar: una variable con valor fijo tendria
derivada cero.

4.3.9 Diferencial y aproximacion

1.

Elige f, un valor x donde f(x) sea facil (v16, sen %) y el incremento dx = Ax.

2. Calculady = f’(x)dx.
3. Aproxima f(x + Ax) = f(x) + dy, o el cambio Ay = dy.

4.3.10 Derivacion logaritmicay f(x)8%) so.0 pLan 2016

1.

. Deriva implicitamente: y; =g’ (x)In f(x) + g(x)

Si la variable esta en la base y en el exponente, y = f(x)g(x), no sirven ni (u™)’ ni (a*)’.
Toma logaritmo natural: Iny = g(x) In f(x).
' L)
fGo "

. Multiplica por y y sustituye y = f(x)$).
. El mismo método simplifica productos y cocientes largos: el logaritmo los vuelve

sumas.

4.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Tangente y normal con derivacién implicita

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 4.

Obtenga las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva x% + 3xy +
y% = 5 en el punto A(1, 1).

Resolucion.

1. El punto estd enla curva: 1 +3+1=5.

2. Derivacién implicita, con regla del producto en 3xy:

2x+3(y+xy’)+2yy’ =0.

3. Se agrupan los términos con y’ y se despeja:

2x+3
GBx+2y)y =-(Cx+3y) = y' = Ty
3x + 2y
4. Pendiente en A(1,1): m = —g = —1. La normal tiene pendiente —% =1.

5. Tangente: y — 1 = —(x — 1), es decir, x + y — 2 = 0.
6. Normal: y — 1 = 1(x — 1), es decir, x — y = 0.
Resultado: tangente x + y — 2 = 0; normal x — y = 0.
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«cOncava hacia arriba o hacia abajo», signo de f” 533

«puntos de inflexion», «criterio de la

segunda derivada»

«trazar la grafica», «bosquejar» tabla de variacion 5.3.4

raices o potencias fraccionarias: Jx — 1,

criticos donde f’ no existe  5.3.4

2/3

«maximo y minimo absolutos» en [a,b]  criticos y extremos del 5.3.5
intervalo

«dimensiones para que el area optimacién 5.3.6

(volumen) sea méaxima», «material

minimo», «costo minimo»

«obtener a y b para que haya un punto  dos ecuaciones 5.3.7

de inflexion en (xp, yp)»

5.3 Procedimientos

5.3.1 Teoremas de Rolle y del valor medio

1.

3.
4.

Escribe las hipotesis del teorema que pide el enunciado y revisa una por una, termi-

nando cada una con «se cumple» o «no se cumple»:

= Continuidad en [a,b]: polinomios, sen y cos son continuos siempre; un cociente,
donde el denominador no se anula; una raiz par, donde el radicando es > 0.

= Derivabilidad en (a,b): calcula f’ y revisa donde no existe (denominador cero, raiz
de cero en el denominador).

= Solo Rolle: f(a) = f(b). Evalda los dos extremos.

. Siuna hipétesis no se cumple, el teorema no se puede aplicar (puede o no existir c):

f®

dilo y termina.
Si se cumplen, plantea f’(c) = 0 (Rolle) o f’(c) = b%i@ (valor medio) y resuelve.

Conserva solo las soluciones del intervalo abierto (a, b).

5.3.2 Crecimiento y extremos relativos

1.
2.

Dominio de f.
Deriva y factoriza f”. Valores criticos: los ceros de f’ y los puntos del dominio donde
f’ no existe.

. Los criticos y los puntos fuera del dominio parten la recta en intervalos. Toma un valor

de prueba en cada uno y anota el signo de f”.

4. f’ > 0: creciente; f” < 0: decreciente.

. Criterio de la primera derivada en cada critico; evaliia f en los extremos: el valor

maximo o minimo es f(c).

5.3.3 Concavidad, inflexion y criterio de la segunda derivada

1.

2.
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Calcula f” y factorizala. Candidatos: ceros de f” y puntos del dominio donde f” no
existe.
Signo de f” en cada intervalo: + es céncava hacia arriba, — hacia abajo.
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1.

a) Con u = 3x, v’ = 3, y la formula de ang sec u:

dy _ 3 - 1 x| > 1
= = , 3
dx I3x]Vox2 —1  |x|v9x% -1

Con la férmula sin valor absoluto queda igual para x > %

1
xVox2-1’

2. b) Se reescribe y = x1/2 —x71/2 y se aplica la regla de la potencia:

dy _ Yo 1—sp_ 1 1 _x+1

dx 2 2 2Jx  2xx  2xJx
Ly 1y oxtl
Resultado: a) I = he b) i = ol

Ejercicio 4.5.2 - Continua y derivable: tres reglas

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 3.

Determine los valores reales de a y b para que la funciéon

x> -4  si-8<x< -1,
f(x)={ax+b si —1<x<2,
2
—"7—7 si2<x<5,

sea continua en [—8, 5] y derivable en (-8, 5).

Resolucion.

1.

Las tres reglas son polinomios: solo hay que revisar las uniones x = -1y x = 2.
Derivadas de las reglas: 2x, a y —x.

. En x = —1. Continuidad: (-1)® — 4 = —a + b, es decir, —a + b = —3. Derivabilidad:

2(—-1) = a,asi que a = —2.

. Entoncesb = -3 +a = —5.
. Enx=2,cona=-2yb=-5 Continuidad: 2a +b=-9y —% —7 = —9. Se cumple.

Derivabilidad: a = -2 y —x|x:2 = —2. Se cumple.

. Las cuatro condiciones se satisfacen con los mismos valores: la recta y = —2x — 5 es

tangente a las dos parabolas en los puntos de unién.
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Unidad 5 - Variacion de funciones: analisis de la grafica,
optimacién y valor medio

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno har el analisis de la va-
riacion de funciones para conocer las caracteristicas geométricas de la grafica
de una funcion y lo aplicara en la resolucién de problemas de optimacién.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 5). El alumno analizara
la variacién de una funcién real de variable real para identificar las caracte-
risticas geomeétricas de su grafica y resolvera problemas de optimacion.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: Plan 2010: en los 10 finales revisados hay al menos un problema de
esta unidad (11 problemas: optimacion 6, analisis de la grafica 4 y valor medio
1). Plan 2016: en 35 de los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica (2016-1 a
2026-2) hay un problema: optimacién 16, analisis de la grafica 14, teorema de Rolle
3 y extremos absolutos en un intervalo cerrado 2. Ademas salen 8 problemas en
los segundos parciales: valor medio, analisis, optimacién y un punto de inflexion
con parametros.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccidn 5.1 (20 min): los cuatro teoremas, los criterios de la primera y la
segunda derivada y la concavidad.
2. Aprende la tabla de variacion (seccién 5.3.4) y la plantilla de optimacién (seccién
5.3.6): con ellas se resuelve casi todo.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 5.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 5.5 con crondémetro: 20 min cada uno. La optimacién es
la mitad de los problemas: no te saltes los ejercicios 5.5.6 a 5.5.8.

5.1 Conceptos y expresiones

Extremos. Una funcién f tiene un mdximo relativo en c si f(c) > f(x) para toda x cercana
a ¢, y un minimo relativo si f(c) < f(x) para toda x cercana a c. Si la desigualdad vale
para toda x de un intervalo I, el extremo es absoluto en I. El valor maximo es f(c); el
punto de la grafica es (c, f(c)).

Valor critico. Un nimero ¢ del dominio de f es critico si f’(c) = 0 o si f’(c) no existe.

Los extremos relativos solo pueden estar en valores criticos; pero un valor critico puede
no ser extremo (x> en x = 0).

Teorema de Weierstrass (de los valores extremos). Si f es continua en un intervalo
cerrado [a, ], entonces f alcanza en [a, b] un valor maximo absoluto y un valor minimo
absoluto. Estan en un valor critico interior o en un extremo del intervalo.

Teorema de Bolzano. Si f es continua en [a, b]
existe al menos un ¢ € (a,b) con f(c) = 0. Geométricamente: una curva continua que
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y f(a) y f(b) tienen signos contrarios,
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Ejercicio 4.5.4 - Segundas derivadas: ang tan y paramétrica
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 3.

a) Sea y = x ang tan x; calcule d—ﬁ b) Parax =t—1,y = 2t — 1, calcule d_);
Resolucion.
1. a)

2. Otra vez, con la regla del cociente en el segundo término:

.1 (1 + x?) — x(2x)
1+ x2 (1 + x2)?
C1+xie1-x2 2
(1 + x2)2 (14 x2)%
2 _ 32
3.Enx——1+x 4yy = 56 =~ 25
dy 2 dy _ .2
4. b)d =1, o = 6t°, asi que -~ = 6.
2 6t
5 &y &6,

dx? dx/dt 1
2
6. x = 1correspondeat—1=1,t=2: 4y _ o4,

dx?
Resultado: a) %; b) 24.

Ejercicio 4.5.5 - Tangentes perpendiculares a una recta

Adaptado de: ler final 2005-2, tipo B, problema 4.

Obtenga las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = % que sean perpendiculares
alarectax —9y = 2.

Resolucion.

1. Larectadada, y = 9 , tiene pendlente <. Las perpendiculares tienen pendiente —9.

p 2= é=>x—+— Puntosdetangenaa‘(%,3)}/(—%,—3).
3. En( )y 3——9(x—§) es decir, 9x +y — 6 = 0.

4. En(— L= ):y+3=—9(x+5),esdec1r,9x+y+6:0.

Resultado: 9x+y—-6=0y9x +y+6 =0.

2.y = 1z:—9=>x

Ejercicio 4.5.6 - Tangentes horizontales a una circunferencia
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 3.

Determine los puntos de la curva x% + y? = 4x + 4y en los que las rectas tangentes son
paralelas a la recta y = 0.

Resolucion.

1. Paralela a y = 0 quiere decir horizontal: y* = 0.

2. Derivacién implicita: 2x + 2yy’ =4+ 4y’ = 2y —4)y =4-2x =y’ i_;
3.y =0exigex=2(cony # 2).Enlacurva: 4+ 1y =8 +4y = y? —4y—4=0.
4. y= @ = 2 + 24/2. Ninguno vale 2, asi que el denominador no se anula.
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Ejercicio propuesto 4.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo D, problema 2.

Obtenga el area del triangulo que forman los ejes coordenados y la recta tangente a la
grafica de f(x) = % en el punto de ordenada y = %

Resultado: 2 unidades cuadradas.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 111.

Ejercicio propuesto 4.6.6

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo A, problema 4.

Una placa metalica circular de radio 20 cm se calienta y su radio aumenta 0.02 cm. Con la
diferencial, estime el aumento del area de la placa y comparelo con el aumento exacto.
Resultado: dA = 0.87 cm? = 2.513 cm?; el aumento exacto es AA = 0.8004z cm?.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 112.

Ejercicio propuesto 4.6.7
Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 2.

Calcule %‘ ) parala curva y = sen2t, x = cos?2t,con0 <t < %
y=
Resultado: d—y‘ =-1
dx y=1 2

— Resolucion en el Apéndice E, p. 112.

4.7 Errores frecuentes

1. Olvidar la regla de la cadena. (sen 3x)’ = 3 cos 3x, no cos 3x; (ang tan \/E)’ lleva el
1

factor PAeR

2. Derivar y como constante en la implicita: %yz =2yy’, no 2y; %(xy) =y+xy,
no y’.

3. Segunda derivada paramétrica como 3:,—8 Se deriva Z—Z respecto at y se divide
entre d—x.

4. Evaluar en x cuando la paramétrica pide t: primero se halla el t que corresponde al
valor de x.

5. Normal con pendiente —m en lugar de —%.
6. Derivable sin continuidad. En una funcion por partes, igualar pendientes no basta:
primero los valores.
7. Sustituir el instante antes de derivar en razon de cambio: el radio «vale 4» solo en
ese instante; si se sustituye antes, su derivada sale cero.
8. Signo de las razones. Lo que disminuye (gas que escapa, agua que sale) lleva razoén
negativa.
9. Unidades mezcladas (mm?> con cm, m® con cm): uniforma antes de sustituir.
10. Angulo entre curvas sin valor absoluto: tan ¢ negativa da el angulo obtuso; el
angulo entre curvas es el agudo.
11. Confundir (coshu)’ con (cosu)’ soLo pLaN 2016 : la derivada de coshu es +senhu u’.
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300 m

400 m

Resolucion.
1. Variables: p (sobre la rampa), x (horizontal) y y (altura), funciones de .
2. Datos: el esquiador baja hacia el punto mas bajo, asi que p disminuye: % =—10 m/s.
s1.dx
Se pide I
3. Ecuacién: la rampa mide 14002 + 3002 = 500 m. Por triangulos semejantes, i = %,
es decir, x = %p.

4. Derivada: ‘ji—f = g% = %(—10) = -8 m/s.

5. La razon es constante: no depende de donde esté el esquiador. (La altura cambia a
D _310)=—
= = 5( 10) = —6 m/s.)

Resultado: x disminuye a razén de 8 m/s, en cualquier instante.

Nota: el original pide la razén «en el instante en que el esquiador se encuentra a 3 m del
punto mas bajo»; ese dato no se usa.

Ejercicio 4.5.9 - Implicita y potencia con exponente variable
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2025-1, tipo A, problema 3.

soLo pLAN 2016 Calcule Z—)}:: a) x%y + xy% = y — x; b) y = x50,
Resolucion.

1. a) Derivacién implicita, con regla del producto en los dos términos de la izquierda:
2xy +x2y" +yt +2xyy’ =y’ — 1.
2. Se agrupan los términos con y’:

1+ 2xy + y?
(F+2xy—1)y =—1-2xy—y2 = y/ = — 21
1—x%—2xy

3. b) La variable esta en la base y en el exponente: derivacién logaritmica (con x > 0).
Iny =senx Inx.
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Diferencial. Para y = f(x), la diferencial es dy = f’(x)dx, con dx = Ax. Para Ax
pequeiio, el incremento verdadero Ay = f(x + Ax) — f(x) se aproxima con dy:

flx+Ax) = f(x) + f'(x) Ax.

Es la recta tangente usada como aproximacioén. Ejemplo: con f(x) = y/x, x = 16, Ax = 1:

V17 =4+ #ﬁ(l) =4+ % = 4.125 (el valor verdadero es 4.1231...). Calculo Integral usa
esta notacion en el cambio de variable: u = g(x) = du = g’(x) dx.

Logaritmo, exponencial e hiperbdlicas soLorian2016 . Cona > 0,a # 1:

Funcién Derivada Funcién Derivada
1 w 1 w
nu - og U

u Ba ulna
et etu at a“Inav
senhu coshu u’ coshu senhu u’
tanh u sech®u v’ cothu —csch®u v’
sechu —sechutanhu u’ cschu —cschucothu v’
senh™ !y s cosh ™ u(u>1) u

ul+1 Vu?-1

tanh ™! u (|u| < 1) 131‘2

Ojo con los signos: (coshu)’ = +senhu v/, a diferencia de (cos u)’. Utiles al simplificar:
2 2. _ U _ Inu _ no_
cosh“u—senh“u=1,Ine¥ =u,e™™ =u, Inv"* =nlnu.

4.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«por definicion», «método de los cuatro el limite del cociente de 43.1
pasos» incrementos
.. d
Yy = una expresion en x, «obtener E}: » reglas y cadena 432

una segunda derivada evaluada en un
punto

derivar dos veces y evaluar ~ 4.3.2

funcién por partes con constantes, igualar valores y 433
«continua y derivable» pendientes

una ecuacién con x y y mezcladas: derivacién implicita 434
tan(xy) = 2x + y

x =x(t),y =y(@) cociente de derivadas 435

respecto a t
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Resultado: se cumplen las dos hipdtesis y la tesis se cumple en ¢ = 24—9; la tangente en

29 3
(T’ 5) es paralela a la secante.

Ejercicio 5.5.2 - Rolle con un polinomio de grado 4

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 4.

Sea f(x) = 2 — 4x? + x*. Determine si f satisface el teorema de Rolle en el intervalo

[1, \/§] y, en caso afirmativo, obtenga los valores del intervalo en los que se cumple.

Resolucion.

1. Continuidad en [1,+3]. Es un polinomio. Se cumple.

2. Derivabilidad en (1,4/3). f/(x) = 4x3 — 8x existe para toda x. Se cumple.

3. Valores en los extremos. f(1) = 2-4+1=-1y f(3) =2-12+9 = —1. Son
iguales: se cumple.

4. Tesis: f'(c) = 4c(c? —2) = 0 = ¢ = 0,c = +/2. Solo V2 = 1.41 esta en (1,\@) =
(1,1.73).

5. En ¢ = v/2 la tangente es horizontal: f(v2) =2 -8 +4 = -2,

Resultado: se cumplen las tres hipétesis y el teorema se verifica en ¢ = v/2.

Ejercicio 5.5.3 - Raiz cubica: tangente vertical
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 5.

Para f(x) = J/x — 1 obtenga, si existen: a) los intervalos donde f es creciente o decreciente;
b) los maximos y minimos relativos; c) los intervalos donde la grafica es concava hacia
arriba o hacia abajo. Trace la grafica de f.

Resolucién.

1. La raiz cubica esta definida para todo real: dominio R, y f es continua.
2. f(x)=(x— 1)1/3, asi que
, 1 1
()= = :
/ 3(x— 1?3 33(x— 1)

No se anula nunca y no existe en x = 1: inico valor critico, x = 1.

3. a) El denominador es positivo (raiz cibica de un cuadrado): f’(x) > 0 para todo x # 1.
Como f es continua en x = 1, es creciente en todo R.

4. b) f’ no cambia de signo en x = 1: no hay maximos ni minimos relativos. Como
f’(x) = +o0 cuando x — 1, en (1, 0) la tangente es vertical.

5. ¢) Segunda derivada:

2
93(x — 1)5 .

Para x < 1, (x — 1)° < 0 y su raiz ctbica también: f” > 0, céncava hacia arriba. Para
x> 1: f” <0, concava hacia abajo.

6. La concavidad cambia en x = 1y f es continua ahi: (1,0) es punto de inflexidn, con
tangente vertical.

7. Puntos para la grafica: f(=7) = -2, f(0) = -1, f(2) =1, f(9) = 2.

1) = =2 =1 = -
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4.3.4 Derivacion implicita

1.

w

Deriva los dos lados respecto a x. Cada vez que derives algo con y, multiplica por y’
(regla de la cadena). Los productos xy, x?y llevan regla del producto.

. Pasa al lado izquierdo los términos con y’ y al derecho los demas.
. Factoriza y’ y despeja.
. Para una pendiente en un punto, sustituye x; y y, en ¥’ (no hace falta despejar y en la

curva).

4.3.5 Derivacion paramétrica y segunda derivada

dx dy
. Calcula 7Y dt,yforma

dy _ dy/dt

I = dejdi Simplifica.

. Sise pide en un valor de x (o de y), encuentra el valor del parametro ¢ que le corresponde;

puede haber dos.
. Segunda derivada: deriva % respecto at y divide entre ‘;—’;
. . d . . .
. Sien el punto pedido Z—f = d_Jt/ =0 (forma %), simplifica el cociente antes de evaluar o

elimina el parametro.

4.3.6 Recta tangente y recta normal

1.

Punto. Si solo se da una coordenada, obtén la otra con la ecuacion de la curva (pueden
salir dos puntos; si el enunciado da una condicion como y > 0, tsala).

. Pendiente. m = y’ en el punto (directa, implicita o paramétrica).
. Rectas. Tangente y — y, = m(x — xp); normal con pendiente —%. Escribelas en forma

general Ax + By + C = 0 si lo piden.

. Tangente con condicioén. Horizontal: y’ = 0. Paralelaa Ax + By+C =0:y’ = —%.

Perpendicular: y’ = % Resuelve la ecuacién junto con la de la curva para hallar los
puntos de tangencia.

. Area de un triangulo. Intersecta las rectas entre si y con el eje indicado; el area es

1 . .
2 base - altura con las intersecciones.

4.3.7 Angulo entre dos curvas

1.
2.

3.

Resuelve el sistema de las dos ecuaciones: puntos de interseccion.

En cada punto, la pendiente de cada curva (my, my); si una es recta, su pendiente es fija.

my—my
1+mym,
y la otra tiene pendiente m, ¢ = 90° — ang tan |m|.

tang = ‘ y ¢ = angtan(...). Si 14+mymy = 0, ¢ = 90°. Si una tangente es vertical

. Si se pide la tangente que forma un angulo dado con una recta, plantea la ecuacion

con el valor absoluto: salen dos pendientes.

4.3.8 Razon de cambio: plantilla de cinco pasos

1.

52

Figura y variables. Dibuja la situacién y nombra con letras las cantidades que cambian

con el tiempo (r, V, x...). Los datos fijos van con su nimero.
dv

. Datos y pregunta. Escribe la razon conocida con su signo (- = —60 si disminuye),

dt
lo que se pide (‘Z—A

;= ?) y el instante (r = 4). Uniforma las unidades.

. Ecuacion. Relaciona las variables con geometria (volumen, area, Pitagoras, triangulos

Unidad 5 - Variacion de funciones: analisis de la grafica, optimacién y valor medio

Resultado: a) creciente en (—oo, —1) y en (3, ®), decreciente en (—1, 3); b) maximo

relativo f(—1) = %, minimo relativo f(3) = —7; ¢) concava hacia abajo en (—oo, 1),
hacia arriba en (1, ®), con inflexién en (1’ _g)

Ejemplo resuelto - Alambre cortado en dos

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 5.

Un alambre de 60 cm se corta en dos partes; con una se forma un triangulo equilatero
y con la otra un cuadrado. ;Qué longitud debe tener cada parte para que la suma de
las areas sea minima?

Resolucion.

x 60 — x

corte

x/3 (60 —x)/4

tridngulo equilatero cuadrado

1. Variables. x: tramo del triangulo, de lado ?’ 60 — x: tramo del cuadrado, de lado
60—x
T

V3

2. Funcién objetivo. Con el area del triangulo equilatero de lado ¢, TEZ:

A= S (2) s (L2

es decir,

60 — x)?
\/_Exz + (60" )
36 16

3. Dominio. 0 < x < 60 (en los extremos todo el alambre va a una sola figura).
4. Critico.

A(x) =

Al(x) = 1£§x7 6(17_}( =0 = 8V3x=18(60— x),
de donde x = =% — 540 pacionalizando:

18483 9+4y/3

540(9 —4v3)  540(9 —44/3)  180(9 — 4y/3)
X = = = .
81 — 48 33 11
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Ejemplo resuelto - Razén de cambio: el globo que pierde gas 3. Hay inflexion en un candidato solo si el signo cambia y ¢ esta en el dominio. Da las
coordenadas (c, f(c)).

4. Si el enunciado pide el criterio de la segunda derivada, evaliia f” en cada critico con
f’(c) = 0: negativo, maximo; positivo, minimo.

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 4.
Un globo de forma esférica deja escapar gas a razén de 60 mm> /min. jA qué razén
decrece el area del globo en el instante en que el radio es 4 cm?

5.3.4 Tabla de variacién y grafica

1. Retine en una tabla los criticos y los candidatos a inflexién, ordenados, con los signos
de f’y f” entre ellos.

2. Renglon de f: /' (crece) o \ (decrece), y los valores de f en los puntos de la tabla.

3. Ubica en la grafica: extremos, inflexiones, intersecciones con los ejes (f(0) v, si es facil,
los ceros), asintotas.

4. Une los puntos respetando el crecimiento y la concavidad de cada tramo.

5. Donde f’ no existe: si f* — *oo dibuja una tangente vertical; si las pendientes laterales
son distintas, un pico.

~— []

av

& <0

o 5.3.5 Extremos absolutos en un intervalo cerrado

1. Revisa que f sea continua en [a,b]: por el teorema de Weierstrass, existen los dos
extremos absolutos.

2. Encuentra los criticos de (a, b).

3. Evalua f en los criticos y enay b.

4. El mayor valor es el maximo absoluto y el menor, el minimo absoluto. No hace falta
ningun criterio.

Resolucion.
1. Variables: radio r, volumen V y area A de la esfera, funciones del tiempo t (en

minutos).
2. Datos: el volumen disminuye, asi que '2—‘: = —60 mm> /min. Se pide ‘Z—? cuando
r = 4 cm = 40 mm (todo en milimetros).

3. Ecuaciones: V = %J‘[V?’ y A = 412,

4. Derivadas respecto a t: 5.3.6 Optimacion: plantilla
v o dr dA dr 1. Dibujo y variables. Haz un esquema y nombra cada medida que cambia (x, y, r, h).
T a 8”’%- 2. Funcion objetivo. Lo que se quiere hacer maximo o minimo, en funcién de las
variables: area, volumen, perimetro, material, costo.
5. Instante r = 40: de la primera, Z—f = 47;(%)2 = —ﬁ mm/min. En la segunda: 3. Restriccion. La ecuacion que liga las variables: el dato fijo (perimetro, volumen, area)
o la condicién geométrica (el punto esta en la curva, tridngulos semejantes).
dA — 87(40) (_i) = ~3 mm?/min. 4. Una variable. Despeja de la restriccion y sustituye en la funcién objetivo.
3207 5. Dominio. Los valores con sentido fisico (longitudes positivas, el punto dentro de la
figura).
6. Atajo: al dividir las dos derivadas, ‘ji_? = %(fj_‘t/ = 4_20(_60) =-3 6. C%‘itic)o. Deriva, iguala a cero y resuelve en el dominio.
Resultado: el area decrece a razén de 3 mm?/min (0.03 cm®/min). 7. Justifica que es maximo o minimo: con la segunda derivada, con el cambio de signo
de la primera o comparando con los extremos del dominio.
4.5 Ejercicios de examen (resueltos) 8. Responde lo que se pide: todas las dimensiones, el valor ptimo y las unidades.
Ejercicio 4.5.1 - Ang sec y potencias 5.3.7 Punto de inflexion con parametros
Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 4. 1. «El punto (xp, ) esté en la grafica»: g(x) = yp.
dy ~ - ) 2. «Es punto de inflexion»: g”(xy) = 0.
Obtenga 1 para a) y = angsec(3x); b) y = J/x — WA 3. Resuelve el sistema y comprueba que g” cambia de signo en x;.

Resolucion.
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y
xt—4
-1
X

(-1,-3)
Resultado:a = -2, b = —5.
Ejercicio 4.5.3 - Implicita con tangente y cadena con raiz
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 3.

4y, 0y 42 - . - [2x
Obtenga o a)x‘tany =x+y;b)y = el
Resolucién.
1. a) Derivacion implicita (producto a la izquierda):
2xtany + x?sec’yy =1+ y'.
2. Se agrupa y se despeja:
1—2xtan
(x2 sec? y — 1)y =1-2xtany = y’ = —y
x2 sec? y—1
_ 2x _ ’ _ u_’ . .

3. b)Conu = VT Juyy' = 2 Regla del cociente:

,202x—1)-2x(2) 2

(2x —1)2 (2x — 1)

4. Entonces

’

. 2 1 1 [2x—1
(2x—-1)% , [2x @x—-12N 2x °
2x—1

validaenx <00 x > %, donde la raiz existe y la derivada también.

ooy dy _ 1-2xtany ,ydy 1 2x—1
Resultado: a) = = ————= eyt ) 2 = N o
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pasa de abajo a arriba del eje x lo corta.

Teorema de Rolle. Hipotesis:

1. f es continua en [a, b];

2. f es derivable en (a,b);

3. fla) = f(b).

Tesis: existe al menos un ¢ € (g,b) tal que f’(c) = 0. Interpretacion: entre dos puntos de
la gréafica a la misma altura hay uno con tangente horizontal.

Teorema del valor medio del calculo diferencial (de Lagrange). Hipotesis: las dos
primeras de Rolle. Tesis: existe al menos un ¢ € (a,b) tal que

f) - fl@

fo===

Interpretacion: hay un punto donde la tangente es paralela a la secante que une (a, f(a))
con (b, f(b)). Rolle es el caso f(a) = f(b).

Crecimiento. Si f’(x) > 0 en un intervalo, f es creciente ahi; si f’(x) < 0, es decreciente.
Es consecuencia del teorema del valor medio.

Criterio de la primera derivada. Sea ¢ un valor critico con f continua en c. Si f” cambia
de + a — al pasar por c, en ¢ hay un méaximo relativo; si cambia de — a +, un minimo
relativo; si no cambia de signo, no hay extremo.

Concavidad. Si f”(x) > 0 en un intervalo, la grafica es concava hacia arriba (U): queda
arriba de sus tangentes. Si f”(x) < 0, es concava hacia abajo (N). Un punto de inflexion
es un punto (c, f(c)) de la grafica, con f continua en ¢, donde la concavidad cambia. Los
candidatos son los ¢ con f”(c) = 0 0 f”(c) inexistente; hay inflexion solo si f” cambia de
signo (x* tiene £(0) = 0 y no tiene inflexién).

Criterio de la segunda derivada. Si f'(c) =0y f”(c) < 0, en ¢ hay un maximo relativo;
si f”(¢) > 0, un minimo relativo; si f”(c) = 0, el criterio no decide y se usa el de la
primera derivada.

Picos y tangentes verticales. Donde f es continua y f’ no existe puede haber:

= un pico: |x| en x = 0; las pendientes laterales son distintas y hay minimo;

= una cispide: x%/3 enx = 0; f’ — Foo por cada lado y también hay minimo;

= una tangente vertical sin extremo: ¥x en x = 0; f’ — +oo por los dos lados, f sigue
creciendo y la concavidad cambia: es punto de inflexion.

5.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«determinar si se cumplen las hipotesis  revisar cada hipotesis y 5.3.1

del teorema de Rolle» o «del valor hallar ¢

medio»

«intervalos donde es creciente o signo de f’ 5.3.2

decreciente», «maximos y minimos
relativos», «valores criticos»
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5. Comprobacién: la curva es la circunferencia (x — 2)? + (y — 2)? = 8, de centro (2,2) y
radio 2v/2; las tangentes horizontales estén arriba y abajo del centro.

Resultado: (2, 2+ 2\/5) y (2, 2— 2\/5)

Ejercicio 4.5.7 - Angulo entre dos hipérbolas

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 4.

Sean las curvas C; : xy =2y C,: x? — y? = 3. Determine el angulo de interseccion entre

Cl y Cz.

Resolucion.

1. Interseccién:de Cy, y = % En Cy: x2— iz =3=xt-3x°—4=0= (x*-4)(x*+1) =0.
Entonces x = +2: puntos (2,1) y (—2,—-1).

2. Pendientes por derivacion implicita. C;: y +xy’ =0 =my = —% Cy:2x—2yy' =0=
X
my = =.
27y
3. En (2,1):my = —%, m, = 2. Entonces 1 + mymy = 1 —1 = 0: las tangentes son
perpendiculares.
4. En(-2,-1):m; = —%, my = 2. Mismo resultado.
5. En general mym, = —% . i = —1 en cualquier punto comun: las dos familias de

hipérbolas son ortogonales.

\
;o (2-1 \

Resultado: ¢ = 90° en los dos puntos de interseccion, (2,1) y (=2, —1).

Ejercicio 4.5.8 - Razon de cambio: el esquiador en la rampa

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 4.

Un esquiador se desliza a razén de 10 m/s sobre una rampa en forma de plano inclinado,
de 400 m de base horizontal y 300 m de altura. Sea p su distancia, medida sobre la rampa,

al punto mas bajo, y x la proyeccion horizontal de esa distancia. Determine la rapidez con
la que cambia x.
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12.

x%¢1% con la regla de la potencia soLo pLaN 2016 : con la variable en el exponente se
usa derivaciéon logaritmica.

4.8 Formulario de emergencia de la unidad

f(x) =limy_,¢ w - derivable = continua.

’ _ ’ ’ . g'_vu'fuv’. ny, _ n—1s . ’_U_/
wv) =uv’ +vu (v)——vz @Y =nu" 'u (‘/a)_zﬁ'

(senu) = cosuu’ - (cosu) = —senuu’ - (tanu)’ = sec®uu’ - (secu) = secutanuv’.
(cotw)’ = —csc?uu’ - (cscu)’ = —cscucotuu’.
’ u’ ’ u’ ’ u’
angsenu)’ = - (angtanu)’ = - (angsecu)’ = ; las «co» llevan
signo menos.
Inversa: dr _ _1_
“dy  dy/dx’

d (dy
dy _ayar &y _ 5(2)
dx  dx/dt dx? dx/dt

Tangente y — 3 = m(x — x) - normal con —% -Ax+ By +C =0tienem = —

Paramétrica:

U'{ID:.

my—my
1+mym,
Razén de cambio: figura, datos con signo, ecuacion, derivar respecto a t, sustituir al
final.

EsferaV = gi'[VS, A = 4nr? - cilindro V = nr?h - cono V = %nrzh - circulo A = 712
Diferencial: dy = f'(x)dx - f(x+ Ax) = f(x) + f'(x)Ax.

u

smymy = —1= ¢ =90°".

tang = ‘

sotopLaN 2016 (Inuw)’ = (e*y = e“u - (@*) = a*Inav’ - (senhu) = coshuu -

L.
(coshu)’ = senhuu’ - (tanhu)’ = sech® uu’.

soLopLaN20t6 Y= f&:lny =glnf,y" = f8 (g’ 1nf+g§).

4.9 Procedimiento recomendado en el examen

. Reconoce el tipo con la tabla 4.2 y escribe la formula que vas a usar antes de calcular.
. En las derivadas, reescribe raices como potencias y deriva capa por capa; en la implicita,

marca cada y’.

. En tangente y normal: punto completo, pendiente, punto-pendiente; da la forma general

si la piden.

. En razén de cambio, sigue los cinco pasos con su rétulo; sustituye el instante solo al

final y di si la cantidad aumenta o disminuye.

. Comprueba: el punto esta en la curva, las pendientes de rectas perpendiculares multi-

plican —1, las unidades cuadran.

Si no terminas una razon de cambio, la figura, los datos con signo y la ecuacion derivada
ya valen buena parte del problema.
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4. Derivando implicitamente:

’

y sen x
— =cosx Inx +

sen x

5. Se multiplica por y = x

d 1+2xy+y? d
Resultado: a) ﬁ = % b) ﬁ = xSenx (cosxlnx+ %)

Ejercicio 4.5.10 - Derivada por definicién de una raiz

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2024-1, tipo C, problema 1.

Determine la derivada de f(x) = \/% con el método de los cuatro pasos, es decir, con la

definicion de derivada.
Resolucion.
1. f(x+h)= \/%,conx>0.

X
2. Incremento, con denominador comun:

+
=

Jx—~vx+h
Jxvx+h .

3. Se divide entre h y se racionaliza el numerador (por /x + Vx + h):

fo+h) - fG) _ x—(x+h)
h hyxVx +h (Jx +Vx +h)
-1

- \E\/x+h(ﬁ+\/x+h)'

flx+h)— f(x) =

4. Limite con h — 0: 1

-1 _
JRJE (20x)  2xlx

5. Comprobacién con la regla de la potencia: (xil/Z)/ = —%x73/2.

f') =

Resultado: f'(x) = _2x1\/§ = —%x‘S/Z, para x > 0.

4.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4.

Ejercicio propuesto 4.6.1
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 4.

Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la grafica de

x2 = sen?9,
G:

y = cos? 0,
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Unidad 4 - La derivada: reglas, implicita y paramétrica, tangentes y razén de cambio

en el punto de ordenada Z y abscisa positiva.

Resultado: 4x + 4y — 5 = 0, tangente en (%, %)

— Resolucién en el Apéndice E, p. 110.

Ejercicio propuesto 4.6.2
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 4.

La tangente a la curva y = x% en un punto P corta a la recta 3x — y + 1 = 0 formando un

angulo de 45°. Determine las coordenadas de P.
11
Resultado: P(—-1,1) 0o P (4, 16).
—> Resolucion en el Apéndice E, p. 111.
Ejercicio propuesto 4.6.3
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo A, problema 3.
Dos autos parten al mismo tiempo de un punto M en direcciones perpendiculares, como
en la figura. El auto A vaa 3 m/s y el auto B a 5 m/s. Determine la rapidez con que aumenta
la distancia h entre ellos en el instante en que el auto A ha recorrido 9 m.

auto A, 3 m/s
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~
~
- R

T auto B

M B 5mys

Resultado: % =34 m/s = 5.83 m/s.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 111.

Ejercicio propuesto 4.6.4
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2020-1, problema 3.
d
soLo PLAN 2016 Obtenga %: a) €Y —x = Ine¥; b) x = 3senh(3t), y = 2 cosh(3t).

—veXy
Resultado: a) 2 = 127 1) & = Z pann(3y).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 111.
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